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Bildet man daraus einen gewogenen Mittelwert, so
ergibt sich als wahrscheinlichster Wert fiir die Licht-

geschwindigkeit:
¢ = 299793 km/sec

E10-Schwingung: ¢ =

mit einem maximalen Fehler von * 6 km/sec gegen-
tiber dem von L. Essen und G.Smith gefundenen
Wert von: ¢ = 299792 + 9 km/sec.

Uber die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen
in einem atmosphérischen Wellenleiter

Von TH. KaHAN und G. Eckart*
(Z. Naturforschg. 5a, 334—342 [1950]; eingegangen am 23. Mirz 1950)

An Hand eines einfachen Modells wird die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in
einem atmosphirischen Wellenleiter (,,Duct“ der englischen und amerikanischen Literatur)
untersucht und besonders das Auftreten von Hohlleiterwellen studiert. Wir sind zu folgenden

Resultaten gekommen:

a) Oberhalb des Wellenleiters unter einigermaflen steilen Erhebungswinkeln hat man eine
Ausbreitung nach dem Gesetz 1/R, das mit (z —h) gegen Null geht.
b) In der Zone unmittelbar iiber der Trennebene nimmt das Feld exponentiell mit der

Hohe ab.

c) Diese beiden Erscheinungen beschreiben den Effekt der toten Zone.

d) Im Wellenleiter haben wir asymptotisch:

a) Wenn er niedriger ist, als einer bestimmten Hohe entspricht (oder wenn die Frequenz

niedriger ist als eine bestimmte Grenzfrequenz), ein Gesetz 1/r3 fiir die Feldstirken.

/) Wenn der Wellenleiter oder die Frequenz hoher ist, Hohlleiterwellen der Ordnung 1/}r.

e) In dem Zwischengebiet bis zum Auftreten der Totalreflexion hat man fiir das Feld ein
Gesetz der Ordnung'1/r, das man durch sukzessive Reflexionen beschreiben kann.

f) Damit ist zugleich die Theorie einer unendlich ausgedehnten dielektrischen Flichen-

antenne gegeben.

Wir setzen eine unendlich leitende ebene Erde
voraus. Dariiber befinde sich ein Luftraum der
Dielektrizititskonstanten ¢;. In der Hohe h vermin-
dere sich diese Dielektrizititskonstante unstetig auf
&,. In der Hohe ¢ iiber dem Erdboden befinde sich ein
magnetischer Vertikaldipol, von dem ein Feld aus-
gestrahlt wird, das sich aus den Komponenten E_,
H,, H. zusammensetzt, wenn 7, ¢, z Zylinderkoordi-
naten bedeuten!-2:5 (Abb. 1 u. 2). Dieser Sendertyp
wurde vor allem aus folgendem Grund gewihit:
Uber unendlich leitendem Erdreich bildet sich ein

________ B N
% |

4 & &
Abb. 1.

.
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Abb.2

Abb. 1. Die riumliche Anordnung des Problems.
Abb. 2. Die Verteilung von «¢.

Vertikaldiagramm des Senders aus, das dem iiber
endlich leitendem Boden der GroBenordnung 1/R
gleicht; in der Ordnung 1/R zieht dieses niimlich auf
Null ein. Ein vertikaler elektrischer Dipol wiirde am
Boden stets das Feld der Abrahamschen Ldsung er-
geben, wenn man die Leitfihigkeit unendlich hoch
annimmt. Bei jeder endlichen Leitfdhigkeit aber
miiBte sein Feld in der Ordnung 1/R am Boden auf
Null einziehen. Wir werden also unter Voiaussetzung
unendlicher Leitfihigkeit den wirklichen Verhilt-
nissen mit einem magnetischen Dipol (horizontaler
e-Polarisation) viel eher gerecht als mit einem elek-
trischen Vertikaldipol.

I. Mathematischer Teil

1. Aufstellung der Differential-
gleichung und der Grenzbedingungen

Unter Verwendung praktischer (M KS)-Einheiten,

o . —jot . .1 o
der Zeitfunktion e ’“" und eines Zylinderkoordi-
natensystems 7, ¢, = definieren wir einen Fitzgerald-

* Neuilly-sur-Seine, 4 Villa du Roule.
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schen- Vektor analog zum Hertzschen Vektor durch
E=—jorotll. 1)
Dann gilt fiir I7 die Wellengleichung:
wo Al + K3, 01,,=0, @)
ko= wugu ety ®)
je nachdem, ob z = h. (&5 <&,). Wir setzen
k*—k?=4a (=0). 4)

Neben der Erfiillung der Differentialgleichung (2)
unterliegen die Funktionen I11,2 noch den Bedin-
gungen:

a) fiir z =0 und z = h miissen die Tangential-
komponenten von E und H stetig verlaufen, was
sich in IT folgendermaflen schreibt:

inz=0:1I,=0 S .
% 1 Vi
1nZ~h.H1~[lg, a2 3z
b) Im Sender, r = 0, z = £, wird II unendlich, wie
e¢ikR/R wo R der vom Sender aus gezogene Kugel-
radius ist.
c¢) Im Unendlichen unterliegt unsere Losung der
Ausstrahlungsbedingung.

(o]

n=1,
6 1

c¢) im unteren Teil des unteren Raumes { > z > 0

(o]

: L[ ir(z—t ; iz o]
H:H“:f]o(/.r) 7_'}1 [eirl(z >)+emzf1 () + e ””fg(/.)Jd/

0

A 4ing—2
o= [T - lerine=
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2. Integraldarstellung der Lésung

Man hat fiir die primire Erregung ekE/R die
folgende bekannte Integraldarstellung:

[fhaa“M—V”—h”*—”’w o
0

Vi2—k2

ﬁo(;-f) exp[‘f]// —7—k1 (Z—,”)]/ d/ "

/- 2 L N
; Va2 —k2

(5)
wobei bekanntlich das Vorzeichen der Wurzel so be-
stimmt ist, daB fiir 1 — + oo }/i2 :Vkl,g'2 — 1.

Mit
o =—j Vil — k2 (6)
w=—i)i? —k? (7)
schreiben wir:

a) im oberen Medium z > h

—11zf3(/)

]T

' H:HQ:f]o(}.r)e (8)

0

b) im oberen Teil des unteren Raumes h >z > {

+et T (4) + e TR, (/:)} di.; 9)

(10)

Man bestimmt nun die Funktionen f1(2), f2(A), f3(2) so, daB die Integrale (8), (9), (10) die oben for-
mulierten Grenzbedingungen in z = 0 und z = h erfiillen und erhiilt dann die folgenden Losungen:

z>h 0o

2 — Tz +7T1;__ —iné
IO PR Siom Adi (11)
it + 1) - (l—f—C,e_ I )
0
Inh>=z>¢ v
m,= [ JGr) (e —eTI ) (™" 4 C e ) idi. (12)
’ jn(l—}—C,e_g”'h)
0
Inf=z>0
—iTiz )(e—”“—f—C iTi(§—2h)
. = )).di.. (13)

711(1+C e_"t‘h)



336

I1,, und II,;, gehen auseinander durch Vertau-
schen von z und ¢ hervor; (13) zeigt das Verschwin-
den von II;, in z=0.

Es bedeutet dabei

C, = (71 == TQ)‘/(TI + T‘J) . (14)

Aus dem physikalischen Teil ergibt sich, da3 dies
der Koeffizient der Fresnelschen Reflexion ist.

3. Diskussion der Integrale

A) Die Singularititen und Verzwei-
gungen der Integranden

1. Wir haben zuniichst in simtlichen Integranden
2 Verzweigungspunkte: 1 = k; und 1 = k,. Fiir die
in sie einmiindenden Schnitte fassen wir die folgen-

Abb. 3. Die Verzweigungsschnitte und der Integrations-
weg in der -Ebene.

den Grenzlagen und alle moglichen Zwischenlagen
ins Auge (NB! k, , rein positiv reell) (Abb. 3).

a) Der Schnitt durch k,:

1. Grenzlage: Vom positiv Unendlichen der imagi-
niren Achse nach Null, lings der positiv reellen Achse
nach k,.

2. Grenzlage: Vom Punkt k, senkrecht nach oben
lings einer gleichseitigen Hyperbel, die nach rechts
oben abbiegt, und deren Asymptote die Halbierende
des 1. Quadranten ist.

b) Der Schnitt durch k;: Eine solche Hyperbel, vom
Punkte 7 = k; nach oben gehend und nach rechts
oben abbiegend.

2. In der so aufgeschnittenen i-Ebene suchen wir
die Nullstellen des Nenners. Eine griindlichere
Untersuchung, die hier zu weit fithren wiirde3 4,
zeigt:

1 T.Kahan u. G. Eckart, C.R. hebd. Séances
Acad. Sci. 228, 235 [1949].

2 G. Eckart u T. Kahan, C.R. hebd. Séances

Acad. Sci. 228, 304 [1949].
3 G.Eckart u. T.Xahan, Rev. sci. 86, 723 [1950].
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a) Der Nenner der Integrale hat eine Nullstelle bei
2 = ky; dort hat aber auch der Zihler eine Nullstelle
der gleichen Ordnung, so daf dieser Punkt keinen Pol
darstellt.

b) Schneiden wir nach der 1.Grenzlage auf, so
sind Nullstellen des Nenners im oberen Blatt der
2-Fliche nur moglich auf dem Stiick der reellen
A-Achse zwischen k; und k,, und zwar hat man keine
Nullstelle, solange

Jah<a/2. (15a)
Man hat eine Nullstelle, wenn
a/2<)ah<8a/2. (15b)
Man hat zwei Nullstellen, wenn:
8a/2<)ah<5a/2. (15¢)

Wenn }/Ah zunimmt, wichst die Zahl der Null-
stellen unbegrenzt3-4. Die Nullstellen treten bei
A=k, in das obere Blatt unserer Riemannschen
Flidche ein und laufen dann gegen k;, ohne diesen
Punkt jemals zu erreichen. In der unteren Hilfte der
rechten A-Halbebene gibt es keine Pole.

3. Integrationswege. Unser Integrationsweg war
bisher die reelle Achse, wenn notig unter Umgehung
der dort befindlichen Singularititen durch kleine
Kreisbégen nach unten. Jetzt schreiben wir

B0 =3 [5G0 +926n] a8
und weiter die Integrale (11), (12), (13) in der ver-
kiirzten Form:

oo

n= ; f 80N G f(rr,w) 2 dA

o (17)
o ; ff?o(g) (A7) f (11, 1) A dA,
b .

wobei wir noch darauf hinweisen, dafl in diesen
Integralen die Integranden ungerade Funktionen
von /4 sind: Z tritt in 7, , nur quadratisch auf. J,(1r)
ist eine gerade Funktion von 4, so da3 der Faktor 1
hiefiir bestimmend ist.

Wir verformen den Integrationsweg jetzt in be-
kannter Weise: Den Weg des Integrals mit 9,®
ziehen wir an die negative imaginire Achse heran.

4T, Kahan u. G. Eckart, Théorie du Guide
d’Onde Atmosphérique. Forschungsbericht von Office
National d’Etudes et de Recherches Aéronautiques, Paris
No. 1029 P. I, Note technique No.1 [1949].

5T. Kahan u. G. Eckart, J. Physique Radium
(VIII) 10, 165 [1949].
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Den Weg des Integrals mit $,(1) verlagern wir nach
oben, so daB3 er an die positiv imaginire Achse heran-
kommt; dann folgt er von oben im Unendlichen kom-
mend dem Schnitt durch k,, verliuft dann lings der
reellen Achse nach k; und geht dann nach oben ins
Unendliche in dem Raum zwischen der positiv reellen
2-Achse und dem Hyperbelschnitt durch k,. Infolge
der bekannten asymptotischen Eigenschaften der
Hankelschen Funktionen und der Halbumlaufsrela-
tionen der Zylinderfunktionen verschwinden die Inte-
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grale iiber die unendlich fernen Kreisbégen, und die
Integrale, die vom Nullpunkt aus nach oben und
unten den imaginiren Halbachsen folgen, heben sich
gegenseitig weg (Abb. 3).

B) Wellenleiter geringer Héhe oder
kurze Wellen

Unter der Voraussetzung |4h < 7/2 haben wir
dann folgendes: Zunichst nehmen die Integrale die
Gestalt an:

m-L [2pgnl ™ —nn e —e I (18)
’ 2 ¢ ’ i(ﬁ‘f"u) 1+C,-e*2fr‘h T
s
(g 18 _g—imt [ —inz c, iT(z—2h)]
n, - 1 52 () g =€ ) e j_'flze RTEN (19)
2 jall+ Coe ")
s
itz —inz | —ind it (E—2h)]
J— C,_ A i
Hlu"'l -@o(l)(/'.r) _(f__ e ) {e_ :Lf he,, - " Vian, (20)
2 jnll+ce 2™

s

wo s den oben angegebenen Integrationsweg darstellt.

Man diskutiert diese Integrale asymptotisch* nach

der Sattelpunktsmethode. Das Ergebnis ist folgendes: Unter einigermaBlen steilen Erhebungswinkeln ergibt

sich fiir das Feld im Raume oberhalb des Ducts:

gy ghb k2 (z—h)

11, ~

75, bedeutet dabei den Sattelpunkt, definiert durch

k'-?i(z:,h),,,f z=>h.

] 4 22
J7* + (z— h)? o

Too = —

Dadurch ist 4 festgelegt und daher auch 7, vermittels
(6) und (7), somit die geschweifte Klammer in (21)
fiir 75 = 75.

Unter kleineren Erhebungswinkeln unmittelbar
oberhalb der Trennfliche erhilt man:

I, ~ 713 e VA (z—h) . (23)
T

Im Wellenleiter selbst hat man unter Voraus-

setzung }Eh < 71/2, also im Falle des niedrigen
Ducts oder der lingeren Wellen, das Ergebnis, daf3
asymptotisch das Feld mit 1/r* abnimmt. Wenn der
Sprung von ¢ in der Héhe h nicht vorhanden wire,
wiirde man erhalten

= —2jki ek 22/, (24)

(ei ns
T Vkt—1y VP 4+ G—h)® |j(m+ ) 1+ Ce 2107 e

_e—fTI;)

@1)

Dadurch, daf3 aber nun noch die Reflexion in der
Hohe h hinzukommt, 16scht sich das Feld der Ord-
nung 1/r2 aus und es bleibt nur ein Feld der Ord-
nung 1/r3,

C) Fall des hoheren Ducts, Fall der
kiirzeren Wellen

Ist der Wellenleiter hoher oder die Welle kiirzer,
so haben wir folgende Verhiltnisse. Betrachten wir
zunichst das .Feld unterhalb der Trennfliche! Hier
haben wir Pole des Integranden auf der reellen Achse
zwischen k, und k,. Wie eine tiefere Untersuchung? *
zeigt, existiert fiir

0<2)ah <= kein Pol,
:r<2]/§h<3.1 1 Pol,
3:r<21/1h<5:r 2 Pole,

(2n—1).‘r<2]/zh<(2n+ 1)@ n Pole.
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Pole

7
Satfelpunkfe

Abb. 4. Die Pole und die sich darunter ausbildenden
Sattelpunkte.

Wir brauchen nunmehr den Integrationsweg nicht
iiber diese Pole hinwegzuziehen, sondern konnen
direkt ihren asymptotischen Einflu} auf das Integral
erkennen (Abb. 4), wenn wir uns iiberlegen, da3 sich
asymptotisch unter jedem Pol ein Sattelpunkt ausbil-
det, dessen Beitrag zum Integral gerade die asympto-

n
(n) J 2 i NV a1
Piy=2x l € ! Z}/,se ) _

A=A
s=1 $

s=1

PR S n .. .

/9 o jhgr ( iTiz
(n) _ l 2 _jae ;€ " .J\e
Plu 2-7, nre Z] S(T‘)J,:).S l

Man sieht aus (25), daf3 das Feld dieser Wellen
von der Trennfliche aus nach oben zu exponentiell
abnimmt. In Abhingigkeit vom Zylinderradius r neh-

men die Wellen mit 1/]'r ab. Innerhalb des Ducts
ist iiber die Abhiingigkeit von z folgendes zu sagen:
Fiir z = 0 ist /I Null und wiichst mit wachsendem z
nach einem Sinusgesetz, also zunichst linear an. Es
sind Hohlleiterwellen, auf die wir im physikalischen
Teil noch zurtickkommen werden.

D) Das Gebiet bis zum Einsetzen der
Totalreflexion

1. Die bisherigen Betrachtungen waren asymptoti-
scher Natur, d.h. giiltig in geniigend groBen Ent-
fernungen. Sie ergaben in dem Wellenleiter Abnahme-

gesetze fiir die Feldstirke nach 1/r3 und 1/]'r ent-

6 T.Kahan u. G. Eckart, J. Physique Radium
(VIII) 10, 333 [1949].

7T. Kahan u G. Eckart, Physic. Rev. 76, 406
[1949].

8 T. Kahan u G. Eckart, C.R. hebd. Séances
Acad. Sci. 227, 969 [1948].
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tische Darstellung des Residuums ist. Es ist dies der
analoge Fall zu dem Sattelpunkt, den die Verfasser
in der Theorie der Oberflichenwelle angegeben haben
und der im Verzweigungsschnittintegral den Anteil
liefert, der das Residuum, die Oberflichenwelle aus-.
kompensiert & 78,

Wir bezeichnen nun die A-Werte, die den Polen
zugeordnet sind, mit dem laufenden Index s als A,
die Anteile, die diese Pole zu I1,, II,,, II,, liefern
als PSV, P\, P{"), wobei der obere Index n die Sum-
mation iiber n Pole (s = 1...n) andeuten soll, und

erhalten, wenn wir die Hankel-Funktion asymptotisch
einsetzen:

— T2l; , (z—h) J —itnh(inl —itl)
¢ =i led(e‘ I )
— 21, h)
d;'(lﬂ'—C,e ) i= i
(S i) i g i (z—:h)ﬂl
4 —— (26)
— 2i T
i (1+ce J J}_ ;s
—mz‘)( —ind +in(C—2h)
—e e + C,e
d :T'h) = . 27
—2iT7
4. 1+ Cre A=

sprechend der Frequenz und der Hohe des Ducts.
Andererseits haben wir zuniichst um den Sender
herum sichér ein Gesetz der Ordnung 1/R, und wir
wollen jetzt sehen, wie weit der Giiltigkeitsbereich
sich erstreckt:

Der Nenner von (18), (19), (20) legt folgende Ent-
wicklung nahe:

o0 . . i
L e e (@)
1+C,e 2Tk &

Man kann zeigen *, da man diese Entwicklung an-
wenden kann, solange der Integrationsweg das Stiick
zwischen k; und k, auf der reellen i-Achse oder das
Stiick zwischen — |4 und Null auf der 7,-Achse ver-
meidet.

Treiben wir die Entwicklung (28) etwa bis zum
n-ten Glied und schlieBen wir mit einem Restglied
R, ab, konnen wir II,, folgendermafBen schreiben,
wobei wir die Hankelsche Funktion durch
asymptotische Darstellung ersetzen:

ihre
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T

D

i, s 7./.»7 le:_ _"Tl:\ . - . i< 1 L ; 90,
1, =l// 2 e,n,4fe - (e” ”'ﬁg 7) Fe’r“+C,c”‘(‘~2h)j- Z C(— l)ve—~7|1,h+R" Ldi. (29)
ar Vr ] ~—
s

2. Wenn man den Integrationsweg so fiihrt, daf} auf ihm die Entwicklung kcnvergiert, kann man glied-
weise integrieren und erhilt schlieBlich folgenden Ausdruck:

o pr (A0l —iwl o ikt (il
”lo:—il' 2 e—y;A{fe (e —e )e_’r’").di.+[e 7 e !
ra Y

Vi (8"

jlr (iTl:_ —iT s . - ity 7'71:_
+fe "l e )(—C,)e_'r'(3h+z)).di.+[e " e

ikt inl —ind ) jhr ( frsl
e e —e 9 — 2-2h4z). 4. e e =
+f ferm*, ) (g 18 Bl '/.d/.+[ -

ikt (Jind_ =il g
+fel (e Te )(_Cr);;e—y(3-2h+z)rl ;-d;-‘FfC
2. Tt

s

i).r( itl —irlf) )

e e’ —e —i(n-2h+R)Ty - g
+ | S = ) AT g
J o

s

o
s

ffx:)

, ef/. T (CiTl___e—
an i
V4 T

S

Das erste Glied dieser Entwicklung stellt einfach
die vom Sender und seinem Spiegelbild im Boden
ausgehende primire Welle dar.

Die anderen Integrale kann man nach der Sattel-
runktsmethode behandeln. Wir suchen nun die Be-
reiche in r, wo die Sattelpunkte, die ja die Haupt-
anteile der Integrale liefern, im Konvergenzgebiet
von (28) liegen. Dies ist der Fall, wenn

”kl (2 h——_Z)

Ve_h_yr By

Der Sinn dieser Bedingung soll im physikalischen
Teil behandelt werden. In diesem Bereich fiithrt (30)
auf eine Ausbreitung nach 1/R, die im physikalischen
Teil ebenfalls erliutert werden soll.

E) Bemerkung iber // und die Feld-
stirke  und E

Wir haben hier ausschlieSlich das Fitzgeraldsche
Vektorpotential 11 berechnet. Der Fitzgeraldsche
Vektor ist nun das magnetische Analogon zum Hertz-
schen Vektor. Man hat im Fernfeld des Hertzschen
Dipols nur E und § zu vertauschen, um zum Felde
des magnetischen Dipols zu gelangen. Wenn wir uns

C—Zi(n+1)rlh (_1)”'1(Cr)

e—fr‘;) — it (2h—z) -
Vi o C,e "B TE A
s

—frl:) S

e o —in(2:2h—z)- -

(—C,“)é’ i )/.d/.
|2 T

s

—frl:) )

e 5 —in(3-2h—z) .

; (C)e! e J.di

J o1z £

S

ihr (HiTs —i ) )
e —e — T (4-2h—z) - ;-
- - (—C4 e h! ) idi.
% 1
S
it (gt _ —ind)
e e —e ) n+l __; 2h—z)- g-
e e (—D"(C)" g inn iz, gy
/. 1
Tz it (z—2h
nil e 1T ‘V‘C,e’n(z )‘ )
idiy .

(1 + Cre—:’.j r,h’
(30)

hier auf das magnetische Feld H beschrinken, das in
der Meridianebene senkrecht zum Radiusvektor liegt,
oder auf das in Kreisen um die z-Achse liegende
elektrische Feld, so haben wir hier in der primiren
Strahlung ein Vertikaldiagramm der Form sin ¢
(Abb. 5). Die Verteilung des Hertzschen und des
Fitzgeraldschen Vektors ist dagegen gleichmii8ig im
Raum (unabhingig vom Erhebungswinkel). Unter
flachen Erhebungswinkeln kann man $ und E als
proportional 71 ansehen, wihrend bei Winkeln um
90° II noch mit sin® = cosa (@ = 7/2—1)) zu
multiplizieren ist (Abb. 6).

1l
H. Benﬂgv'
)
Abb.5 Abb.6
Abb. 5. Vertikaldiagramm der Feldstiirkenverteilung eines

Dipols.

Abb. 6. Vertikaldiagramm des Hertzschen und Fitzgerald-
schen Vektors eines Dipols.
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I1. Physikalischer Teil

1. Physikalische Bedeutung
der GroBen 4, 14, 75

Um den physikalischen Sinn der obigen Formeln
aufzuhellen, miissen wir zuerst die Bedeutung der
GroBlen 1, 74, 7, angeben. Es ist

b= kl sin !?1 5 (32)
wenn ; der Richtungswinkel der Wellennormalen
gegen die z-Achse ist (im unteren Medium). Damit ist

aber auch (6), (7)

n?=k?*(1—sin® ), (33)
oder
= kl cos iy . (34)
Analog ist im oberen Medium
/.= ks sin ¥ (35)
und daher
72 = ka cos Uy . (36)

Man sieht aus (34) und (35) direkt das Fresnelsche
Brechungsgesetz

(37)

/o= k1 sin I()l = kg sin 4’)-_) .

Wenn wir dann in einer der obigen Integralformeln

in einem Integranden der Form ¢'*" f(r, 1, 7,) die
einem Sattelpunkt entsprechenden Werte einsetzen,
so haben wir damit bereits in dem Wellenbiindel die
dominierenden Teile hervorgehoben, die Teile des
Biindels, die nach GréBe und Richtung den physika-
lischen Vorgang in erster Niherung bestimmen. Dies
ist in unserem Falle die physikalische Bedeutung der
Sattelpunktsmethode, und von diesem Gesichtspunkt
aus wollen wir jetzt unsere Formeln diskutieren.

2. Das Vertikaldiagramm

des magnetischen Dipols
Wir betrachten zuniichst den Faktor e’ "~ —¢ ™/ "'*,
der in vielen Formeln auftritt und auf den wir schon
im mathematischen Teil hingewiesen haben. Er stellt,
wenn man 7, = k; cos ¥, also ¥ verschiedene Werte
durchlaufen 1iBt, das Vertikaldiagramm eines in der
Hohe ( befindlichen magnetischen Dipols dar, das
aus einer Reihe von Lappen besteht, je nachdem
wie grof3 die Wellenlinge und die Héhe ¢ ist. Diese
Lappen rithren bekanntlich vom Gangunterschied
eines Strahles her, der vom Sender ausgeht, und des
Strahles, der von seinem gegenphasigen Spiegelbild
ausgeht. In I geschrieben sind die Lappen alle von
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derselben Grofle, in H oder E geschrieben hat das
Diagramm jedoch die halbkreisférmige Begrenzungs-
linie, auf die wir am Schluf3 des mathematischen Teils
hinwiesen (Abb. 5, 6, 7).

3. Die Verhidltnisse im oberen Raum
in groBeren Entfernungen (Abb. 8)

Wir haben gesehen, daB, solange z—h in der
GroBenordnung von r ist, sich das urspriingliche

Abb. 7

Abb.8

Abb. 7. Lappendiagramm im Halbkreis.
Abb. 8. Koordinaten oberhalb der Trennfliche.

i
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Abb. 9. Totalreflexionswinkel und Verteilung von I/ un-
mittelbar iiber der Trennfliche.

/’/:;\,/ Feldstirke \\\\
L ez

Irennebene

Abb. 10. Tote Zone.

Diagramm mit einem kleinen Knick (Brechung!) nach
oben fortpflanzt. Der Sattelpunkt liegt, wie man
leicht zeigt*, in der 7,-Ebene bei

ks (Z—— h)

. 22
Vet + G — b2 -

Tao =

Oder: man hat mit Riicksicht auf (21) in 1/r ein Feld,
das wegen des Faktors (z—h) gegen flache Er-
hebungswinkel zu stark abnimmt.

In der unmittelbaren Nachbarschaft der Trenn-
ebene ergibt sich aus den Formeln (23) und (25), dal3
das Feld, das im Duct vorhanden ist, sich nach oben



AUSBREITUNG ELEKTROMAGNETISCHER WELLEN 341

zu oberhalb desselben mit einer exponentiellen
Dimpfung fortsetzt, solange r gro3 genug ist. Dies ist
eine Erscheinung, die von der Totalreflexion her be-
kannt ist. Wir zeichnen in der Figur rechts die z-
Achse in vertikaler Richtung und senkrecht dazu,
horizontal, oberhalb des Ducts den Betrag des Vek-
tors II, der exponentiell abnimmt. Man erhilt so
(Abb. 9, 10) unabhingig von der Lappenbildung in £
und E, die in e e T enthalten ist, ein Ver-
tikaldiagramm, das fiir kleine Erhebungswinkel ober-
halb des Ducts die bekannte tote Zone liefert. Dies
gilt natiirlich nur, wenn die Entfernung so grof3 ist,
daf3 sich an der Trennfliche Totalreflexion ausbildet.

J"[t;_

Abb. 11. Grenzfrequenz als Funktion der Ducthohe,
Ae Parameter.

4, Das Feld im Duct

Wir hatten aus Gl. (23) gesehen, daf} im ,,niedrigen®
Duct das Feld mit 1/r3 gegen Null geht. Wir werden
den Ausdruck ,,niedriger” Duct noch etwas prizisie-
ren: Die Grenze zwischen niedrigen und hoheren
Ducts ist gegeben durch die Gleichung (15a)

o Veo o u(tr— ) h = 7/2. (15a)

Ist h oder w groBer, als dieser Bedingung entspricht,
sind im oberen Blatt der Riemannschen 2-Fliche Pole
vorhanden, die zum Auftreten von ungedimpften

Hohlleiterwellen der Ordnung 1/]r Veranlassung
geben. Ist h kleiner, w kleiner und 4 grofBer, als dieser
Bedingung entspricht, sind diese Wellen exponentiell
gedidmpft, und es dominiert der Term mit 1/r3. Somit
ist durch (15a) die Grenze zwischen niedrigem und
hohem Duct, zwischen kiirzeren und lingeren Wellen
wohl definiert. Wir geben dieser Bedingung in der
Abb. 11 eine kurvenmifBige Darstellung. Wir zeichnen
fiir verschiedene Werte von A¢ = ¢; —¢, als Para-
meter o als Funktion von h, so, da3 es der obigen
Bedingung (15a) entspricht. Dann entsprechen die
jeweils weiter unten liegenden Kurven groBBeren Wer-
ten von Ae. Ist fiir ein festes d¢ w oberhalb der durch

diese Kurven gegebenen Grenze, so hat man ein Aus-
breitungsgesetz der Form 1/ |'r, wenn man weit ge-
nug in den Duct hinein geht. Das heif3t aber, daf3 die
Energie, die unter dem Winkel der Totalreflexion in
den Duct eindringt, sich dort in Form einer exponen-
tiell ungedimpften Hohlleiterwelle ausbreitet, die

eine Zylinderwelle mit dem Gesetz 1/]r darstellt.
Da die Leistung proportional dem Quadrat des Fel-
des ist, wird die Zylinderwand der Hhe h und vom
Radius r in allen Entfernungen von einer konstanten
Leistung 2arh/r durchstromt. Diese Hohlleiter-
wellen haben in unserem Fall die Form von H- oder
TE-Wellen, denn wir haben nur die Komponente E,[ S
die iiberall normal zur Ausbreitungsrichtung ist, so
daB nur eine Komponente von £ in dieser gelegen
sein kann. Wenn h oder w oder Ae¢ zu klein sind,
konnen solche Wellen nicht entstehen, ohne dal} sie
exponentiell geddmpft sind und miissen gegeniiber
dem Glied mit 1/r3 zuriicktreten. Das heif3t aber,
daB3 der Duct die lingeren Wellen sperrt.

5. Entwicklung nach Reflexionen
und ihr Giltigkeitsbereich

Wir haben bis jetzt die sehr gro8en Entfernungen
diskutiert. Im mathematischen Teil haben wir die
Zone zwischen dem Sender und diesem entfernten
Gebiet betrachtet und wollen hier den physikalischen
Sinn des dortigen Formelapparats entwickeln. Zu-
niichst ersetzen wir den Sender und sein Spiegelbild
am Boden durch einen am Boden befindlichen Sender
doppelter Intensitit und der Richtcharakteristik nach
Abb. 7 (eiT‘:—e_j Wy

Wir kénnen nun das Strahlungsfeld darstellen durch
Superposition dieser primiiren Senderstrahlung und
derjenigen ihres an der Trennschicht gebildeten
Spiegelbildes. Dies liefert eine Quelle der IntensitidtC,
in der Hohe 2h. Dieses Spiegelbild wird seinerseits
am Boden reflektiert, und zwar mit dem Zeichen —1,
und stellt einen Sender der Intensitit — C, in der
Hohe —2h dar. Wir verstehen hier den Sinn der
Gleichung (14) des mathematischen Teils. Der letztere
Sender wird wieder an der Schicht in der Hohe h
gespiegelt und liefert einen Sender der Intensitiit
—C,? in der Hohe 4h. Eine neue Spiegelung am
Boden liefert einen Sender der Intensitit + C,> in
der Hohe —4h. Dies fiihrt zu einem Sender der
Intensitit C,3 in z = + 6h, weiterhin zu einem Sen-
der—C3inz=—6husw.InC,,—C,,C,2,—C,...
ist jeweils im 7-Wert dasjenige ¥ (oder %) einzusetzen,
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der dem Sattelpunkt des entsprechenden Integrals
in (30) entspricht und dabei aus Abb. 12 ersichtlich ist.

Wenn man so verfihrt, sieht man, daf3 fiir kleine
e-Spriinge [C,| = 1 unter sehr flachen Erhebungs-
winkeln, die im Gebiet der Totalreflexion liegen, und
unter etwas steileren Winkeln sehr stark abnimmt.
Diese Darstellung nach Reflexionen nach Gl. (30) muf3
rasch konvergieren, den C,”(») nimmt mit wachsen-
dem » sehr stark ab.

™~
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‘\1}

Abb. 12. Die aufeinanderfolgenden Reflexionen. Die ver-
schiedenen Winkel ¢ sind die Richtungswinkel, die den
Sattelpunkten der Integrale in (30) entsprechen.

Die Konvergenzbetrachtungen in* zeigen, daf3 diese
Darstellung giiltig bleibt fiir einen Entfernungs-
bereich, in dem die erste Spiegelung gerade unter
dem Totalreflexionswinkel auftritt. Auf Grund unse-
rer Untersuchungen leuchtet dies nunmehr ein: ein
Gesetz der Ordnung 1/r kann nicht mehr gelten, wenn

die Entfernung so grof3 ist, daB ein 1/ }/r-Gesetz gilt.
Im streifenden Einfall wird der Reflexionsfaktor an
der Schicht mehr und mehr —1, einfallende und
reflektierte Welle 16schen sich aus. Eine weitere Spie-
gelung mit —1 erfolgt am Boden; so versteht man,
daf sich auch ein an der Schichtdecke z = h etwa aus-
bildendes Glied der Ordnung 1/ zusiitzlich weg-
hebt, so daB3 nur ein Glied mit 1/r* bleibt. So kann
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man das Glied mit 1/r3 als aus Kompensation der 1/r-

Glieder entstanden denken; ein 1/ r-Gesetz kann
aber nicht durch eine konvergente Entwicklung der
Ordnung 1/r entstehen. Man sieht auch noch folgen-
des: In dem Bereich unmittelbar hinter dem Ein-
setzen der Totalreflexion, wo die Quellenentwicklung
gilt, werden um so mehr Lappen eingefangen, je
kiirzer die Welle ist. Man sieht auch hier die Bevor-
zugung der kiirzeren Wellen. Noch ein Wort zum
Auftreten der gefiihrten Wellen: Im Falle des niedri-
gen Ducts liegen die Pole im unteren Blatt der
Riemannschen A-Fliche in unbegrenzter Anzahl.
Ziehen wir den Schnitt durch k, an die 2. Grenzlage

5 e\l

Abb. 13. Komplexe Nullstellen des Nenners
in (11), (12), (13).

T
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Abb. 14. Dielektrische Platte.

nach rechts (vgl. math. Teil) oder noch weiter nach
rechts, etwa in die Linie ks —k;, und von dort in
den Schnitt durch k; hinein und lassen den Inte-
grationsweg diesem Schnitt folgen (Abb. 13), so iiber-
schreiten wir jetzt die zugiinglich gewordenen Pole,
die in der oberen Halbebene liegen und mit e’ "

: s — Im (i) r i
eine Amplitudenabnahme nach e s zeigen.

Mit zunehmender Hohe des Ducts oder zunehmen-
der Frequenz wandern diese Pole nach k, und von
dort auf der reellen Achse nach k;, ohne diesen Punkt
zu erreichen.

6. SchluBbemerkung

Mit unserem Problem haben wir noch ein anderes
mitbehandelt, nimlich dasjenige der dielektrischen
Flichenantenne (Abb. 14). Nehmen wir die &-Un-
stetigkeit groBer an, so haben wir damit das Verhal-
ten einer unendlich ausgedehnten dielektrischen Platte
studiert. Ein neues Problem wiirde sich ergeben,
wenn man diese Platte in einer Entfernung r, vom
Sender abschneidet.



